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摘 要： 基于第六种覆盖粗糙集模型提出了模态逻辑 Ｓ４的覆盖语义，利用覆盖模型与Ｋｒｉｐｋｅ模型之间的关系，
证明了覆盖语义的可靠性和完备性定理．进一步讨论了覆盖语义与 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑语义之间的关系．证明了覆盖语义
与Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑语义是和谐一致的．
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１ 引言

模态逻辑是非经典逻辑的一个重要分支，是计算机

科学有力的分析工具［１～８］．它不仅是程序语义描述的有
力工具，是时态逻辑和动态逻辑的理论基础，而且在人

工智能中的知识表示方面有着广泛的应用．模态逻辑与
其它知识表示理论有着许多联系，尤其与粗糙集理论联

系更加密切［９，１０］．从算子的观点来看，粗糙集模型中的
近似算子可以和模态逻辑中的必然性算子和可能性算

子相联系起来．在模态逻辑的公理化系统中，如果必然
性算子□用下近似算子来代替，可能性算子◇用上近似
算子来代替，非联结符用集合补运算～代替，合取联
结符∧用集合交运算∩代替，析取联结符∨用集合并运
算∪代替，蕴涵→用集合包含代替，那么得到的公理
化系统就是一个粗糙集代数系统［９，１０］．因此结合粗糙集
理论来研究模态逻辑将是一个很有意义的研究方向．

模态逻辑是经典逻辑增加模态算子后的扩充，其形

式推理的公理系统也源于经典逻辑公理系统，只是增加

了带有模态算子的公理．关于模态逻辑的语义，最著名、

采用最多的是Ｋｒｉｐｋｅ语义．另外还有代数语义、邻域语
义以及拓扑语义［２］．经典粗糙集模型是建立在等价关系
之上的，但在很多实际问题中，对象之间的等价关系很

难构造，或者对象之间本质上没有等价关系．基于此，许
多研究者将划分扩展到论域上的覆盖，从而形成覆盖粗

糙集理论．根据不同的物理意义，人们已经提出了七种
覆盖粗糙集模型［１１，１２］．本文基于第六种覆盖粗糙集模
型，提出了模态逻辑 Ｓ４的覆盖语义，并证明了覆盖语
义的可靠性和完备性定理．最后研究了覆盖语义与拓扑
语义的关系．

２ 预备知识

２．１ 广义粗糙集和第六种覆盖粗糙集模型

本小节简单介绍广义粗糙集模型和第六种覆盖粗

糙集模型．
定义 １［９～１１］ 设 Ｕ是非空论域，Ｒ为Ｕ上一个任

意二元关系，称（Ｕ，Ｒ）为广义近似空间．对于任意 Ｘ
Ｕ，Ｘ的上近似Ｒ（Ｘ）和下近似Ｒ（Ｘ）分别定义为：

Ｒ（Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ ＲＳ（ｘ）∩Ｘ≠ ｝，
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Ｒ（Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ ＲＳ（ｘ）Ｘ｝，
其中，ＲＳ（ｘ）＝｛ｙ∈Ｕ｜（ｘ，ｙ）∈Ｒ｝．

命题 １［９，１１］ 设 Ｒ是论域Ｕ上任意二元关系，则
上、下近似算子Ｒ、Ｒ满足下列性质：Ｘ，ＹＵ，

（１）Ｒ（Ｘ）＝～Ｒ（～Ｘ），Ｒ（Ｘ）＝～Ｒ（～Ｘ）．
其中～Ｘ＝Ｕ－Ｘ表示Ｘ的余集．

（２）Ｒ（ ）＝ ，Ｒ（Ｕ）＝Ｕ．
（３）Ｒ（Ｘ∪Ｙ）＝Ｒ（Ｘ）∪Ｒ（Ｙ），
Ｒ（Ｘ∩Ｙ）＝Ｒ（Ｘ）∩Ｒ（Ｙ）．

（４）ＸＹＲ（Ｘ）Ｒ（Ｙ），Ｒ（Ｘ）Ｒ（Ｙ）．
进一步，若 Ｒ是自反的二元关系，则
（５）Ｒ（Ｘ）ＸＲ（Ｘ）．
若 Ｒ是传递的二元关系，则
（６）Ｒ（Ｘ）Ｒ Ｒ（Ｘ( )），Ｒ（Ｒ（Ｘ））Ｒ（Ｘ）．
定义２［１１，１２］ 设 Ｕ是非空论域，Ｃ为Ｕ的子集族，

若任意 Ｋ∈Ｃ，Ｋ≠ ，且∪Ｃ＝Ｕ．则称 Ｃ为Ｕ的一个
覆盖，称（Ｕ，Ｃ）为覆盖近似空间．

定义３［１１，１２］ 设（Ｕ，Ｃ）为覆盖近似空间，ｘ∈Ｕ，称
ＮＣ（ｘ）＝∩｛Ｋ｜ｘ∈Ｋ∈Ｃ｝为 ｘ的邻域．
本文中用 Ｐ（Ｕ）表示论域 Ｕ的幂集．
定义４［１１，１２］ 设（Ｕ，Ｃ）为覆盖近似空间，算子 ＸＨＣ

和ＸＬＣ：Ｐ（Ｕ）→Ｐ（Ｕ）定义如下：ＸＵ，
ＸＨＣ（Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ｜ＮＣ（ｘ）∩Ｘ≠ ｝，

ＸＬＣ（Ｘ）＝｛ｘ∈Ｕ｜ＮＣ（ｘ）Ｘ｝．
分别称 ＸＨＣ和ＸＬＣ为第六种覆盖上、下近似算子．

命题２［１１］ 第六种覆盖上、下近似算子 ＸＨＣ和ＸＬＣ
具有以下性质：Ｘ，Ｙ∈Ｐ（Ｕ），

（１）ＸＨＣ（Ｘ）＝～ ＸＬＣ（～Ｘ( )），
ＸＬＣ（Ｘ）＝～ ＸＨＣ（～Ｘ( )）．

（２）ＸＨＣ（ ）＝ ，ＸＬＣ（Ｕ）＝Ｕ．
（３）ＸＬＣ（Ｘ）ＸＸＨＣ（Ｘ）．
（４）ＸＨＣ（Ｘ∪Ｙ）＝ＸＨＣ（Ｘ）∪ＸＨＣ（Ｙ），
ＸＬＣ（Ｘ∩Ｙ）＝ＸＬＣ（Ｘ）∩ＸＬＣ（Ｙ）．

（５）ＸＨＣ（ＸＨＣ（Ｘ））＝ＸＨＣ（Ｘ），
ＸＬＣ（ＸＬＣ（Ｘ））＝ＸＬＣ（Ｘ）．

（６）若 ＸＹ，则 ＸＨＣ（Ｘ）ＸＨＣ（Ｙ），
ＸＬＣ（Ｘ）ＸＬＣ（Ｙ）．

（７）Ｋ∈Ｃ，ＸＬＣ（Ｋ）＝Ｋ．
注：命题１和命题 ２中的性质，在许多文献中都是

在论域 Ｕ为有限集时给出的，实际上容易证明当 Ｕ为
无限集时，这些性质仍然成立．
２．２ Ｓ４的Ｋｒｉｐｋｅ语义

定义 ５［３］ Ｓ４的 Ｋｒｉｐｋｅ模型是一个三元组 Ｍ＝
（Ｗ，Ｒ，Ｖ），这里 Ｗ是非空集，Ｒ为Ｗ上自反、传递的二

元关系，Ｖ是映射Ｖ：Φ→Ｐ（Ｗ），称 Ｖ为赋值．
定义６［３］ 设 Ｍ＝（Ｗ，Ｒ，Ｖ）是 Ｓ４的 Ｋｒｉｐｋｅ模型，

ｗ∈Ｗ，φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），ｗ满足φ，记作 Ｍ，ｗ Ｋφ，可

归纳定义如下：

（ⅰ）Ｍ，ｗ Ｋｐ当且仅当ｗ∈Ｖ（ｐ），ｐ∈Φ．
（ⅱ）Ｍ，ｗ Ｋ⊥永远不成立．
（ⅲ）Ｍ，ｗ Ｋφ当且仅当Ｍ，ｗ Ｋφ不成立．
（ⅳ）Ｍ，ｗ Ｋφ∨ψ当且仅当Ｍ，ｗ Ｋφ或Ｍ，ｗ

Ｋψ．
（ⅴ）Ｍ，ｗ Ｋ◇φ当且仅当ｕ∈Ｗ，ｗＲｕ，使 Ｍ，

ｕ Ｋφ．
这时称φ是可满足的．设ΓＦｏｒｍ（◇，Φ），如果存

在模型 Ｍ和点ｗ使得φ∈Γ均有Ｍ，ｗ Ｋφ，则称

Γ可满足．又，如果ｗ∈Ｗ均有Ｍ，ｗ Ｋφ，则称φ
在Ｍ中全局真，记作 Ｍ Ｋφ．

命题３［３］ 设 Ｍ＝（Ｗ，Ｒ，Ｖ）是 Ｓ４的 Ｋｒｉｐｋｅ模型，
令 Ｖ（φ）＝｛ｗ∈Ｗ｜Ｍ，ｗ Ｋφ｝，φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ）．则

（ⅰ）Ｖ（φ）＝～Ｖ（φ）．
（ⅱ）Ｖ（φ∨ψ）＝Ｖ（φ）∪Ｖ（ψ）．
（ⅲ）Ｖ（φ∧ψ）＝Ｖ（φ）∩Ｖ（ψ）．
（ⅳ）Ｖ（φ→ψ）＝～Ｖ（φ）∪Ｖ（ψ）．
（ⅴ）Ｖ（□φ）＝Ｒ Ｖ（φ( )）．
（ⅵ）Ｖ（◇φ）＝Ｒ Ｖ（φ( )）．
定义７［３］ 设φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），如果对每个 Ｋｒｉｐｋｅ

模型 Ｍ＝（Ｗ，Ｒ，Ｖ）均有 Ｍ Ｋφ，则称φ为 Ｋｒｉｐｋｅ有
效公式，记作 Ｋφ．

定理１［３］ （Ｓ４的 Ｋｒｉｐｋｅ可靠性定理）系统 Ｓ４中
的定理都是Ｋｒｉｐｋｅ有效公式，即

若├Ｓ４φ，则 Ｋφ，φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ）．
定理 ２［３］ （Ｓ４的 Ｋｒｉｐｋｅ强完备性定理）在系统

Ｓ４中，Γ∪｛φ｝Ｆｏｒｍ（◇，Φ），则

Γ├Ｓ４φ，当且仅当Γ Ｋφ．
２．３ Ｓ４的拓扑语义

定义８［３］ 设（Ｗ，Ｔ）是一个拓扑空间，Ｖ：Ｆｏｒｍ（◇，

Φ）→Ｐ（Ｗ）是满足以下条件的映射：
（１）Ｖ（ｐ）Ｕ，ｐ∈Φ，Ｖ（⊥）＝ ．
（２）Ｖ（φ）＝～Ｖ（φ）．
（３）Ｖ（φ∨ψ）＝Ｖ（φ）∪Ｖ（ψ）．
（４）Ｖ（φ∧ψ）＝Ｖ（φ）∩Ｖ（ψ）．
（５）Ｖ（φ→ψ）＝～Ｖ（φ）∪Ｖ（ψ）．
（６）Ｖ（□φ）＝ＩｎｔＶ（φ( )）．
（７）Ｖ（◇φ）＝ＣｌＶ（φ( )）．

其中 Ｉｎｔ，Ｃｌ分别表示拓扑Ｔ的内部和闭包算子．这时
称三元组 Ｍ＝ Ｗ，Ｔ，( )Ｖ为系统Ｓ４的拓扑模型．

设φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），φ叫做在Ｍ中为真，若 Ｖ（φ）
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＝Ｗ．φ叫做拓扑有效的，若φ在每个拓扑模型中都为
真，记作 Ｔφ．

对于拓扑模型 Ｍ＝（Ｗ，Ｔ，Ｖ），Ｍ，ｗ Ｔφ的定义

以及Ｓ４的拓扑可靠性定理和拓扑强完备性定理可参见
文献［３］，这里不再重述．

３ Ｓ４的覆盖语义

本小节，我们利用第六种覆盖粗糙集模型定义系

统 Ｓ４的覆盖语义．
定义９ 设（Ｕ，Ｃ）是一个覆盖近似空间，Ｖ：Ｆｏｒｍ

（◇，Φ）→Ｐ（Ｕ）是满足以下条件的映射：
（１）Ｖ（ｐ）Ｕ，ｐ∈Φ，Ｖ（⊥）＝ ．
（２）Ｖ（φ）＝～Ｖ（φ）．
（３）Ｖ（φ∨ψ）＝Ｖ（φ）∪Ｖ（ψ）．
（４）Ｖ（φ∧ψ）＝Ｖ（φ）∩Ｖ（ψ）．
（５）Ｖ（φ→ψ）＝Ｖ（φ∨ψ）＝～Ｖ（φ）∪Ｖ（ψ）．
（６）Ｖ（□φ）＝ＸＬＣ Ｖ（φ( )）．
（７）Ｖ（◇φ）＝ＸＨＣ Ｖ（φ( )）．

这时称三元组 Ｍ＝ Ｕ，Ｃ，( )Ｖ为系统Ｓ４的覆盖模型．
设φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），φ叫做在Ｍ中为真，若 Ｖ（φ）

＝Ｕ．φ叫做覆盖有效的，若φ在每个覆盖模型中都为
真，记作 Ｃφ．

在定义９中定义覆盖有效性时没有从局部做起，而
事实上，我们也可以利用覆盖模型给出局部真的定义．

定义１０ 设 Ｍ＝（Ｕ，Ｃ，Ｖ）是一个覆盖模型，ｕ∈
Ｕ，归纳定义 Ｍ，ｕ Ｃφ如下：

（１）Ｍ，ｕ Ｃｐ当且仅当ｕ∈Ｖ（ｐ），ｐ∈Φ，Ｍ，ｕ

Ｃ⊥永远不成立．
（２）Ｍ，ｕ Ｃφ当且仅当Ｍ，ｕ Ｃφ不成立．
（３）Ｍ，ｕ Ｃφ∨ψ当且仅当Ｍ，ｕ Ｃφ或Ｍ，ｕ

Ｃψ．
（４）Ｍ，ｕ Ｃφ∧ψ当且仅当Ｍ，ｕ Ｃφ且Ｍ，ｕ

Ｃψ．
（５）Ｍ，ｕ Ｃ□φ当且仅当ｖ∈ＮＣ（ｕ），都有 Ｍ，

ｖ Ｃφ．
（６）Ｍ，ｕ Ｃ◇φ当且仅当ｖ∈ＮＣ（ｕ），使得 Ｍ，

ｖ Ｃφ．
虽然在覆盖模型 Ｍ＝（Ｕ，Ｃ，Ｖ）中 Ｖ是定义在全

体公式集Ｆｏｒｍ（◇，Φ）之上的，但在定义１０中 Ｖ只出现
在第（１）个条件之中，即，只用到了 Ｖ在Φ上的限制Ｖ：

Φ→Ｐ（Ｕ），一个自然地问题就是：如果（Ｕ，Ｃ）是一个覆
盖近似空间，Ｖ：Φ→Ｐ（Ｕ）是映射，根据定义１０定义

Ｖ（φ）＝｛ｕ∈Ｕ｜Ｍ，ｕ Ｃφ｝

则 Ｖ是否满足定义９中的７个条件呢？前５个条件的
验证是容易的，这里从略．以下只验证 Ｖ满足条件（６）

和（７）．
Ｖ（□φ）＝｛ｕ｜Ｍ，ｕ Ｃ□φ｝

＝｛ｕ｜ｖ∈ＮＣ（ｕ），Ｍ，ｖ Ｃφ｝

＝｛ｕ｜ｖ∈ＮＣ（ｕ），ｖ∈Ｖ（φ）｝
＝｛ｕ｜ＮＣ（ｕ）Ｖ（φ）｝
＝ＸＬＣ Ｖ（φ( )）．

Ｖ（◇φ）＝｛ｕ｜Ｍ，ｕ Ｃ◇φ｝
＝｛ｕ｜ｖ∈ＮＣ（ｕ），Ｍ，ｖ Ｃφ｝

＝｛ｕ｜ｖ∈ＮＣ（ｕ），ｖ∈Ｖ（φ）｝
＝｛ｕ｜ＮＣ（ｕ）∩Ｖ（φ）≠ ｝

＝ＸＨＣ Ｖ（φ( )）．
定义１１ 设 Ｍ＝（Ｕ，Ｃ，Ｖ）是覆盖模型，ｕ∈Ｕ，Γ

是非空理论．如果ψ∈Γ均有Ｍ，ｕ Ｃψ，则称Γ在

模型Ｍ中的点ｕ处覆盖可满足，简称Γ覆盖可满足，记
为 Ｍ，ｕ ＣΓ．如果对每一个模型 Ｍ和每个点ｕ，当
Ｍ，ｕ ＣΓ时有Ｍ，ｕ Ｃφ，则称Γ覆盖语义蕴涵φ，

记为Γ Ｃφ．当Γ为空集时，Γ Ｃφ表示 Ｃφ，即

φ为覆盖有效公式．

４ 覆盖语义的完备性定理

本小节利用覆盖模型与 Ｋｒｉｐｋｅ模型之间的关系，
证明了覆盖语义的可靠性和强完备性定理．首先给出
覆盖与自反、传递二元关系之间的关系．

定义１２［１１］ 设 Ｃ为Ｕ上的一个覆盖，定义 Ｕ上的
二元关系 Ｒ（Ｃ）如下：

ｘＲ（Ｃ）ｙ当且仅当ｙ∈ＮＣ（ｘ）
称 Ｒ（Ｃ）为由覆盖 Ｃ生成的二元关系．

引理１［１１］ 设 Ｃ为Ｕ上的一个覆盖，则 Ｒ（Ｃ）是自
反、传递的二元关系．

引理２［１１］ 设 Ｃ为Ｕ上的一个覆盖，则
Ｒ（Ｃ）＝ＸＨＣ，Ｒ（Ｃ）＝ＸＬＣ．

定义１３［１１］ 设 Ｒ是Ｕ上自反、传递的二元关系，
则 Ｃ（Ｒ）＝｛ＲＳ（ｕ）｜ｕ∈Ｕ｝是 Ｕ上的一个覆盖，称为由
Ｒ生成的覆盖．
引理３［１１］ 若 Ｒ是Ｕ上自反、传递的二元关系，则

ＸＨＣ（Ｒ）＝Ｒ，ＸＬＣ（Ｒ）＝Ｒ．
定理 ３ 设 Ｍ＝（Ｕ，Ｃ，Ｖ）是 Ｓ４的覆盖模型，则

Ｍ′＝（Ｕ，Ｒ（Ｃ），Ｖ）是 Ｓ４的 Ｋｒｉｐｋｅ模型．且模型 Ｍ与
模型Ｍ′等价，即φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），ｕ∈Ｕ，Ｍ，ｕ Ｃφ
当且仅当Ｍ′，ｕ Ｋφ．

证明 通过比较定义９和命题３可知，Ｓ４的覆盖
模型与Ｋｒｉｐｋｅ模型的不同之处在于公式□φ与◇φ的
赋值不同．在覆盖模型（Ｕ１，Ｃ１，Ｖ１）中，Ｖ１（□φ）＝
ＸＬＣ１ Ｖ１（φ( )），Ｖ１（◇φ）＝ＸＨＣ１ Ｖ１（φ( )）．而在 Ｋｒｉｐｋｅ模

型（Ｕ２，Ｒ２，Ｖ２）中，Ｖ２（□φ）＝Ｒ２ Ｖ２（φ( )），Ｖ２（◇φ）＝
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Ｒ２ Ｖ２（φ( )）．因此，设 Ｍ＝（Ｕ，Ｃ，Ｖ）为 Ｓ４的覆盖模型，
下面证明 Ｍ′＝（Ｕ，Ｒ（Ｃ），Ｖ）为 Ｓ４的Ｋｒｉｐｋｅ模型．事实
上，由引理１可知，Ｒ（Ｃ）为自反、传递的二元关系，再由
引理 ２可得Ｒ（Ｃ）＝ＸＬＣ，Ｒ（Ｃ）＝ＸＨＣ．所以 Ｍ′＝（Ｕ，
Ｒ（Ｃ），Ｖ）为Ｋｒｉｐｋｅ模型．且由定义６和定义１０，φ∈
Ｆｏｒｍ（◇，Φ），ｕ∈Ｕ，Ｍ，ｕ Ｃφ当且仅当Ｍ′，ｕ Ｋφ．
证毕．

定理４ （Ｓ４的覆盖可靠性定理） 系统 Ｓ４中的
定理都是覆盖有效公式，即

若├Ｓ４φ，则 Ｃφ，φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ）．
证明 首先证明：若 Ｋφ，则 Ｃφ．任取覆盖模

型 Ｍ＝（Ｕ，Ｃ，Ｖ），令 Ｍ′＝（Ｕ，Ｒ（Ｃ），Ｖ），由定理３可
知 Ｍ′为Ｓ４的Ｋｒｉｐｋｅ模型，且 Ｍ与Ｍ′等价．又由于 Ｋ

φ，所以对任意 ｕ∈Ｕ，Ｍ′，ｕ Ｋφ．于是 Ｍ，ｕ Ｃφ．
由 Ｍ和ｕ的任意性知， Ｃφ．若├Ｓ４φ，则由定理１知，

Ｋφ，所以 Ｃφ．证毕．
定理５ 设 Ｍ＝（Ｕ，Ｒ，Ｖ）是 Ｓ４的 Ｋｒｉｐｋｅ模型，则

Ｍ′＝（Ｕ，Ｃ（Ｒ），Ｖ）是 Ｓ４的覆盖模型．且模型 Ｍ与模
型Ｍ′等价，即φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），ｕ∈Ｕ，Ｍ，ｕ Ｋφ当

且仅当Ｍ′，ｕ Ｃφ．
证明 设 Ｍ＝（Ｕ，Ｒ，Ｖ）为 Ｓ４的Ｋｒｉｐｋｅ模型，由引

理３可得 ＸＬＣ（Ｒ）＝Ｒ，ＸＨＣ（Ｒ）＝Ｒ．所以 Ｍ′＝（Ｕ，Ｃ（Ｒ），
Ｖ）为覆盖模型．且φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），ｕ∈Ｕ，Ｍ，ｕ Ｋ

φ当且仅当Ｍ′，ｕ Ｃφ．证毕．
定理６ （Ｓ４的覆盖强完备性定理） 设Γ∪｛φ｝

Ｆｏｒｍ（◇，Φ），若Γ Ｃφ，则Γ├Ｓ４φ．
证明 首先证明：若Γ Ｃφ，则Γ Ｋφ．任取

Ｋｒｉｐｋｅ模型 Ｍ＝（Ｕ，Ｒ，Ｖ），若 Ｍ，ｕ ＫΓ，即ψ∈Γ，
Ｍ，ｕ Ｋψ．令 Ｍ′＝（Ｕ，Ｃ（Ｒ），Ｖ），由定理５知 Ｍ′为
覆盖模型，且 Ｍ与Ｍ′等价．于是 Ｍ′，ｕ Ｃψ，由ψ的

任意性知 Ｍ′，ｕ ＣΓ．又由于Γ Ｃφ，所以 Ｍ′，ｕ

Ｃφ，再由 Ｍ与Ｍ′的等价性可得Ｍ，ｕ Ｋφ，于是Γ

Ｋφ．若Γ Ｃφ，则Γ Ｋφ．再由定理２可得Γ├Ｓ４

φ．证毕．
推论 １ （Ｓ４的覆盖完备性定理） 设φ∈Ｆｏｒｍ

（◇，Φ），若 Ｃφ，则├Ｓ４φ．

５ Ｓ４的覆盖语义与拓扑语义之间的关系

为了下文的需要，首先给出拓扑学中几个概念，其

他未给出的概念与性质，可参考文献［１３］．
定义 １４［３，１４］ Ｕ上的拓扑Ｔ称为一个 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ

拓扑，如果任意多个开集的交仍是开集．
引理４［３，１４］ Ｕ上的拓扑Ｔ是 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑当且

仅当 Ｔ的闭包算子保任意并．
定义１５［１１，１３］ 若算子 Ｉ：Ｐ（Ｕ）→Ｐ（Ｕ）满足下面

性质，则称 Ｉ为Ｕ上的内部算子．Ｘ，ＹＵ，
（１）Ｉ（Ｕ）＝Ｕ；
（２）Ｉ（Ｘ）Ｘ；
（３）Ｉ（Ｘ∩Ｙ）＝Ｉ（Ｘ）∩Ｉ（Ｙ）；
（４）Ｉ（Ｉ（Ｘ））＝Ｉ（Ｘ）．
由命题２和定义 １５可知，第六种覆盖下近似算子

ＸＬＣ为Ｕ上某拓扑的内部算子，且该拓扑 ＴＣ＝｛ＸＬＣ（Ｘ
）ＸＵ｝，称为由覆盖 Ｃ诱导的拓扑．由命题 ２的（１）
可知 ＸＨＣ为拓扑ＴＣ的闭包算子．另外，下面我们证明
ＴＣ还是Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑．
定理７ ＴＣ是一个Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑．
证明 由于 ＸＨＣ是拓扑ＴＣ的闭包算子，所以由引

理４，只需证明 ＸＨＣ（∪
ｊ∈Ｊ
Ａｊ）＝∪

ｊ∈Ｊ
ＸＨＣ（Ａｊ），其中 Ｊ是一指

标集．事实上，ｘ∈ＸＨＣ（∪
ｊ∈Ｊ
Ａｊ），有 ＮＣ（ｘ）∩（∪

ｊ∈Ｊ
Ａｊ）≠

，故ｊ∈Ｊ，ＮＣ（ｘ）∩Ａｊ≠ ，于是 ｘ∈ＸＨＣ（Ａｊ）
∪
ｊ∈Ｊ
ＸＨＣ（Ａｊ）．

反过来，ｘ∈∪
ｊ∈Ｊ
ＸＨＣ（Ａｊ），则ｊ∈Ｊ，ｘ∈ＸＨＣ（Ａｊ），

由此可知 ＮＣ（ｘ）∩Ａｊ≠ ，因而 ＮＣ（ｘ）∩（∪
ｊ∈Ｊ
Ａｊ）≠ ，

所以 ｘ∈ＸＨＣ（∪
ｊ∈Ｊ
Ａｊ）．证毕．

定理 ８ 设 Ｍ＝（Ｕ，Ｃ，Ｖ）为 Ｓ４的覆盖模型，则
Ｍ′＝（Ｕ，ＴＣ，Ｖ）是 Ｓ４的 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑模型．且模型
Ｍ与模型Ｍ′等价，即φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），ｕ∈Ｕ，Ｍ，ｕ

Ｃφ当且仅当Ｍ′，ｕ Ｔφ．
证明 由于 ＸＨＣ和ＸＬＣ分别为拓扑ＴＣ的闭包和内

部算子，所以由定义 ８可知 Ｍ′＝（Ｕ，ＴＣ，Ｖ）是 Ａｌｅｘａｎ
ｄｒｏｖ拓扑模型，且φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），ｕ∈Ｕ，Ｍ，ｕ Ｃ

φ当且仅当Ｍ′，ｕ Ｔφ．证毕．
设 Ｔ为Ｕ上的Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑，ｉ，ｃ分别为Ｔ的内

部和闭包算子．显然 Ｔ０＝Ｔ－｛ ｝是 Ｕ上的覆盖，那
么以 Ｔ０为覆盖的第六种覆盖上、下近似算子与拓扑 Ｔ
的闭包和内部算子有什么关系呢？

定理９ 设 Ｔ为Ｕ上的 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑，则Ｘ
Ｕ，ＸＨＴ０（Ｘ）＝ｃ（Ｘ），ＸＬＴ０（Ｘ）＝ｉ（Ｘ）．
证明 由对偶性，只需证 ＸＬＴ０（Ｘ）＝ｉ（Ｘ）．事实上，

一方面，ｘ∈ＸＬＴ０（Ｘ），ＮＴ０（ｘ）Ｘ．由于 Ｔ是 Ａｌｅｘａｎ
ｄｒｏｖ拓扑，对任意交封闭．所以

ＮＴ０（ｘ）＝∩｛Ａ｜ｘ∈Ａ∈Ｔ０｝

＝∩｛Ａ｜ｘ∈Ａ∈Ｔ｝∈Ｔ．
由此可知 ＮＴ０（ｘ）∈｛Ａ｜Ａ∈Ｔ，ＡＸ｝．又因为 ｉ（Ｘ）＝

∪｛Ａ｜Ａ∈Ｔ，ＡＸ｝，所以 ＮＴ０（ｘ）ｉ（Ｘ）．再由 ｘ∈ＮＴ０
（ｘ）得 ｘ∈ｉ（Ｘ）．因此 ＸＬＴ０（Ｘ）ｉ（Ｘ）．另一方面，任意
ｘ∈ｉ（Ｘ），则存在 Ｂ∈Ｔ，ＢＸ，使得 ｘ∈Ｂ．故
ＮＴ０（ｘ）＝∩｛Ａ｜ｘ∈Ａ∈Ｔ０｝＝∩｛Ａ｜ｘ∈Ａ∈Ｔ｝ＢＸ．
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由 ＸＬＴ０（Ｘ）的定义得 ｘ∈ＸＬＴ０（Ｘ），因此 ｉ（Ｘ）ＸＬＴ０
（Ｘ）．综上可得 ＸＬＴ０（Ｘ）＝ｉ（Ｘ）．证毕．

定理 １０ 设 Ｍ＝（Ｕ，Ｔ，Ｖ）是 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑模
型，则由定理９可知 Ｍ′＝（Ｕ，Ｔ０，Ｖ）是覆盖模型，且模
型 Ｍ与模型Ｍ′等价，即φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），ｕ∈Ｕ，Ｍ，
ｕ Ｔφ当且仅当Ｍ′，ｕ Ｃφ．
文献［３］提出了如下问题：设φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），如

果φ在每个Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑模型中都为真，问├Ｓ４φ是

否成立？下面我们给出该问题的肯定回答．
定理 １１ 设φ∈Ｆｏｒｍ（◇，Φ），如果φ 在每个

Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑模型中都为真，那么├Ｓ４φ．
证明 任取覆盖模型 Ｍ＝（Ｕ，Ｃ，Ｖ），令 Ｍ′＝（Ｕ，

ＴＣ，Ｖ），由定理８可知，Ｍ′为Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑模型，且 Ｍ′
与 Ｍ等价．又由于φ在每个 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑模型中都
为真，所以在Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑模型 Ｍ′中，有 Ｖ（φ）＝Ｕ．
再由 Ｍ′与 Ｍ的等价性可知，在覆盖模型 Ｍ中也有
Ｖ（φ）＝Ｕ．由 Ｍ的任意性可知， Ｃφ．由 Ｓ４的覆盖完
备性定理可得├Ｓ４φ．证毕．

由定理１１的证明可知，若φ在每个 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓
扑模型中都为真，则φ在每个覆盖模型中都为真．反过
来，若φ在每个覆盖模型中都为真，由 Ｓ４的覆盖完备
性定理得├Ｓ４φ，再由 Ｓ４的拓扑可靠性定理知，φ在每
个拓扑模型中都为真，自然φ在每个 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑模
型中都为真．由此可见，本文提出的覆盖语义与 Ａｌｅｘａｎ
ｄｒｏｖ拓扑语义是和谐一致的．

设 Ｒ为Ｕ上自反、传递的二元关系，则称（Ｕ，Ｒ）为
一个Ｋｒｉｐｋｅ架构（见文献［３］）；Ｃ为Ｕ上的覆盖，则（Ｕ，
Ｃ）为一个覆盖近似空间；Ｔ为Ｕ上的 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑，
则（Ｕ，Ｔ）为一个 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑空间．从模态逻辑 Ｓ４
的语义角度看，Ｋｒｉｐｋｅ架构、覆盖近似空间以及 Ａｌｅｘａｎ
ｄｒｏｖ拓扑空间是和谐一致的．因此，在这种意义下，Ｋｒｉｐ
ｋｅ架构、覆盖近似空间以及 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑空间是同一
码事的不同表现形式：Ｋｒｉｐｋｅ架构是代数方式的表现，
覆盖近似空间是覆盖方式的表现，而 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ拓扑空
间是拓扑方式的表现．

６ 结论

本文基于第六种覆盖粗糙集模型提出了模态逻辑

Ｓ４的覆盖语义，利用论域上的覆盖与二元关系之间的
关系，证明了覆盖语义的可靠性和完备性定理．讨论了
覆盖语义与拓扑语义之间的关系，肯定地回答了文献

［３］中提出的问题．随着多值逻辑与不确定性推理的长
足发展，许多学者将经典模态命题逻辑进行扩充，建立

了多种模糊模态命题逻辑［６～８］．另外，许多学者提出了
覆盖粗糙模糊集模型，并研究了它们的性质［１５］．如何利

用覆盖粗糙模糊集模型研究模糊模态逻辑的覆盖语

义，是一个有价值的课题，我们将在另文中讨论．
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